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CURS DE F�ISICA ESTAD�ISTICA

TEORIA DE LA PROBABILITAT - REP�AS

PERMUTACIONS I COMBINACIONS

En aplicar la teoria de la probabilitat a situacions reals trobem problemes de comptatge complexos.
�Es �util de recordar dos principis importants:

(i) Principi d'addici�o: Considerem dues operacions m�utuament excloents. Si la primera es pot dur

a terme de m maneres i la segona de n maneres, una o l'altra es poden dur a terme de m + n

maneres.

(ii) Principi de multiplicaci�o: Considerem una primera operaci�o que es pot dur a terme de n maneres,

i una segona operaci�o que es pot dur a terme demmaneres. Si duem a terme la primera operaci�o

i a continuaci�o la segona, el conjunt de les dues operacions es pot dur a terme de n�m maneres.

Sovint �es necessari trobar el nombre de permutacions o combinacions d'un cert nombre d'elements.

Recordem aquestes operacions:

� Una permutaci�o �es la disposici�o d'un conjunt de N elements distints en un ordre determinat.

El nombre de permutacions diferents de N elements distints �es N !

El nombre de permutacions diferents de R elements qualsevols agafats del conjunt deN elements

distints �es N !=(N �R)!

� Una combinaci�o �es la selecci�o de N elements distints sense importar el seu ordre.

El nombre de combinacions diferents de R elements qualsevols agafats del conjunt deN elements

distints �es N !=(N �R)!R!

Sigui un conjunt de N elements que cont�e n1 elements id�entics d'un tipus, n2 elements id�entics

d'un altre tipus, ..., i nk elements id�entics d'un altre tipus (i per tant n1 + n2 + � � �+ nk = N). El

nombre de permutacions possibles d'aquests N elements �es N !=n1!n2! � � �nk!
DEFINICI�O DE PROBABILITAT

Una probabilitat �es una expressi�o quantitativa del que esperem com a resultat d'un esdeveniment

o experiment.

Suposem que A �es un dels resultats possibles d'un experiment. Aleshores, la probabilitat de que

tingui lloc A �es P (A) si, de N experiments id�entics, esperem que NP (A) donaran el resultat A, si

m�es no en el l��mit de N molt gran (N !1).

El concepte d'espai mostra �es �util per obtenir relacions entre probabilitats i per analitzar exper-

iments. Un espai mostra d'un experiment, S, �es un conjunt d'elements tal que qualsevol resultat de

l'experiment correspon a un o m�es elements del conjunt. Un succ�es, A, �es un subconjunt d'un espai

mostra d'un experiment. La probabilitat d'un succ�es es troba de la manera seg�uent:

(i) Es construeix l'espai mostra S de tots els resultats possibles.

(ii) S'assignen probabilitats als elements (mostres) de l'espai mostra.

En el cas particular d'un espai mostra de N resultats equiprobables, s'assigna la probabilitat

1=N a cada mostra.

(iii) La probabilitat d'un succ�es A s'obt�e sumant les probabilitats assignades als elements del sub-

conjunt de S que correspon a A.
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Repassem algunes relacions �utils entre les probabilitats de successos diferents. Com hem dit,

denominarem P (A) a la probabilitat de que el resultat de l'experiment sigui el succ�es A. Aix��,

P (;) = 0 i P (S) = 1, on ; �es el conjunt buit. A m�es, denominarem P (A \ B) a la probabilitat de

que tots dos successos A i B s'obtinguin com a resultat d'un experiment. Finalment, denominarem

P (A [ B) a la probabilitat de que el succ�es A, o el succ�es B, o tots dos, s'obtinguin com a resultat

d'un experiment.

Es veri�ca:

P (A [B) = P (A) + P (B)� P (A \ B): (1)

Si els successos A i B s�on m�utuament excloents es veri�ca A \B = ;, i la relaci�o anterior s'escriu:

P (A [B) = P (A) + P (B): (2)

Si els successos A1; A2; � � � ; Am s�on m�utuament excloents (A1 \ A2 \ � � � \ Am = 0) i exhaustius

(A1 [ A2 [ � � � [ Am = S), aquests m successos formen una partici�o de l'espai mostra S en m

subconjunts. Si A1; A2; � � � ; Am formen una partici�o, aleshores:

P (A1) + P (A2) + � � �P (Am) = 1: (3)

Diem que dos successos A i B s�on independents si i nom�es si:

P (A \ B) = P (A)P (B): (4)

No s'ha de confondre el concepte de successos independents amb el de successos m�utuament excloents,

que no t�e res a veure. En particular, notem que si A i B s�on independents P (A\B) 6= 0, mentre que

si s�on m�utuament excloents P (A \B) = 0:

La probabilitat condicionada P (BjA) d�ona la probabilitat de que el succ�es A sigui el resultat d'un

experiment si B tamb�e ho �es. Es de�neix per l'equaci�o:

P (BjA) = P (A \ B)

P (B)
: (5)

La probabilitat condicionada P (BjA) �es essencialment la probabilitat del succ�es A si usem com espai

mostra el conjunt B en comptes de S. Com que P (A \B) = P (B \ A), es veri�ca que

P (A)P (AjB) = P (B)P (BjA): (6)

Quan A i B s�on independents, es veri�ca que

P (BjA) = P (A): (7)

FUNCIONS DE DISTRIBUCI�O

Una variable aleat�oria (o estoc�astica) X �es una variable que pren com a valors, fxig, els valors
num�erics resultants d'un experiment. Una variable aleat�oria �es per tant una funci�o que assigna un

nombre real a cada punt d'un espai mostra S. Exemples de variables estoc�astiques s�on:

(i) El nombre de "creus" que s'obt�e cada cop que es llencen tres monedes.

(ii) El valor total dels daus quan es llencen quatre daus simult�aniament.

Variables estoc�astiques discretes

Sigui X una variable estoc�astica sobre S que pot prendre un conjunt numerable (�nit o in�nit) de

valors X(S) = fx1; x2; : : :g. Si es de�neix una probabilitat f(xi) per a cada valor de xi:

f(xi) = P (X = xi); (8)
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el conjunt X(S) esdev�e un espai de probabilitat. El conjunt de valors f(xi) �es la distribuci�o de

probabilitat de S. Ha de satisfer les condicions:

f(xi) � 0; (9)X
i

f(xi) = 1; (10)

on la suma es pren sobre tots els valors fxig de la variable estoc�astica X . Si es coneix la funci�o de

distribuci�o f(xi) de la variable estoc�astica X , es coneix tota la informaci�o disponible sobre aquesta

variable. Sovint, per�o, �es dif��cil determinar f(xi) a la pr�actica.

El moment n-�essim de X es de�neix:

hXni =
X
i

x
n
i f(xi): (11)

Els moments de X s�on �utils perqu�e donen informaci�o sobre la forma de la funci�o de distribuci�o, i

sovint s�on m�es accessibles. Els moments m�es importants s�on els d'ordre m�es baix, que contenen

informaci�o sobre el comportament global de la distribuci�o de probabilitat. Relacionats amb aquests

moments, es de�neixen:

(i) La mitja, o valor esperat de X :

hXi =
X
i

xif(xi): (12)

(ii) La varian�ca de X : D
(X � hXi)2

E
; (13)

que equival a: D
X

2
E
� hXi2 ; (14)

i a partir de la qual es de�neix la desviaci�o t��pica de X com:

�X �
q
hX2i � hXi2: (15)

La desviaci�o t��pica d�ona una mesura de l'amplada de la distribuci�o f(xi). Si la desviaci�o t��pica

�es petita, f(xi) �es molt picada al voltant de hXi i podem estar for�ca segurs de que X tindr�a un

valor proper a hXi.

Variables estoc�astiques cont��nues

Sigui X una variable estoc�astica que pot prendre un conjunt continu de valors (per exemple, un

interval de la recta real). Per de�nici�o de variable aleat�oria, un interval [a; b] correspon a un succ�es.

Suposem que existeix una funci�o fX(x), cont��nua a trossos, tal que la probabilitat P (a � X � b) de

que X prengui un valor dins de l'interval [a; b] ve donada per l'�area entre a i b sota la corba fX(x):

Z b

a
fX(x)dx = P (a � X � b): (16)

Aleshores X �es una variable estoc�astica cont��nua i fX(x) �es la densitat de probabilitat de X . La

densitat de probabilitat ha de satisfer les condicions:

fX(x) � 0; (17)Z
fX(x)dx = 1; (18)
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on la integral es calcula sobre tot el rang de X .

De nou �es �util de�nir els moments de X . El moment n-�essim es de�neix:

hXni =
Z
dxx

n
fX(x): (19)

La mitja o valor esperat de X , la varian�ca i la desviaci�o t��pica es de�neixen com abans. La densitat

de probabilitat est�a completament especi�cada si es coneixen tots els moments. �Es f�acil veureu-ho

introduint la funci�o caracter��stica �X(k) de la variable aleat�oria X , que es de�neix com:

�X(k) =
D
e
ikX
E
=

Z
dxe

ikx
fX(x) =

1X
n=0

(ik)n hXni
n!

: (20)

Aquesta expansi�o en s�erie nom�es t�e sentit si els moments hXni d'ordre m�es alt s�on prou petits per

a que la s�erie convergeixi. La densitat de probabilitat �es la transformada de Fourier de la funci�o

caracter��stica:

fX(x) =
1

2�

Z
dke

�ikx
�X(k): (21)

Per tant, coneguts tots els moments hXni, la densitat de probabilitat es pot calcular amb les dues

equacions anteriors. Rec��procament, si ens donen la funci�o caracter��stica podem calcular els moments

per derivaci�o:

hXni = 1

in

d
n
�X(k)

dkn

����
k=0

: (22)

Sigui X una variable estoc�astica cont��nua, i H(X) una funci�o de X . La variable Y = H(X) �es

una nova variable estoc�astica. La densitat de probabilitat de Y ve donada per:

fY (y) =

Z
dx� (y �H(x))fX(x); (23)

on � (y �H(x)) �es la funci�o delta de Dirac.

Densitat de probabilitat conjunta

Siguin X i Y variables estoc�astiques discretes que prenen els valors X(S) = fx1; x2; : : :g i Y (S) =

fy1; y2; : : :g sobre un espai mostra S. Podem de�nir la probabilitat de la parella ordenada fxi; yjg
com

f(xi; yj) = P (X = xi; Y = yj): (24)

Aleshores el conjunt producte X(S)�Y (S) = f(x1; y1); (x1; y2); : : : ; (xi; yj); : : :g �es un espai de prob-

abilitat, i la funci�o f(xi; yj) �es la distribuci�o de probabilitat conjunta de la variable (X; Y ).

Si les variables estoc�astiques X i Y s�on cont��nues |com en tot el que segueix| escrivim la

densitat de probabilitat conjunta de (X; Y ) com f(x; y) i integrem enlloc de sumar sobre les variables

x i y, de manera que: Z Z


dxdyf(x; y) (25)

�es la probabilitat de que la variable (X; Y ) prengui valors en una regi�o 
. La densitat de probabilitat

conjunta ha de satisfer les condicions:

f(x; y) � 0; (26)Z Z
dxdyf(x; y) = 1; (27)

on la darrera integral s'exten a tot l'espai de valors de la variable (X; Y ). La noci�o de funci�o de

distribuci�o conjunta es pot extendre a qualsevol nombre �nit de variables estoc�astiques.

La covari�ancia de X i Y es de�neix com:

cov(X; Y ) =

Z Z
dxdy (x� hXi) (y � hY i) f(x; y) (28)
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=

Z Z
dxdyxyf(x; y)� hXi hY i = hXY i � hXi hY i : (29)

La correlaci�o de X i Y es de�neix com:

cor(X; Y ) =
cov(X; Y )

�X�Y
: (30)

La correlaci�o no t�e dimensions, i veri�ca:

(i) cor(X; Y ) = cor(Y;X).

(ii) �1 � cor(X; Y ) � 1.

(iii) cor(X;X) = 1, cor(X;�X) = �1.

(iv) cor(aX + b; cY + d) = cor(X; Y ) si a; c 6= 0.

Densitat de probabilitat marginal

Donada la variable aleat�oria cont��nua (X; Y ), amb densitat de probabilitat f(x; y), es poden calcular

les densitats de probabilitat de cadascuna de les variables, integrant sobre l'altra variable:

fX(x) =

Z
dyf(x; y); (31)

fY (y) =

Z
dxf(x; y): (32)

fX(x) i fY (y) es coneixen com densitats de probabilitat marginal.

Densitat de probabilitat condicionada

Donada la variable aleat�oria cont��nua (X; Y ), amb densitat de probabilitat f(x; y), es de�neix la

densitat de probabilitat condicionada f(xjy) com la densitat de probabilitat de la variable X suposat

que Y = y:

f(xjy) = f(x; y)

fY (y)
: (33)

Dues variables aleat�ories X i Y s�on estad��sticament independents si

f(xjy) = fX(x): (34)

Aleshores es veri�quen les seg�uents propietats:

(i) f(x; y) = fX(x)fY (y) (la densitat de probabilitat conjunta factoritza).

(ii) hXY i = hXi hY i :

(iii)
D
(X + Y )2

E
� hX + Y i2 =



X

2
�
� hXi2 +



Y

2
�
� hY i2.

(iv) cov(X; Y ) = 0.

La rec��proca de (iv) no �es certa: cov(X; Y ) = 0 no implica necess�ariament que X i Y siguin inde-

pendents.

DISTRIBUCI�O EXPONENCIAL

Una densitat de probabilitat que apareix freq�uentment en el contexte de la f��sica estad��stica �es la

densitat de probabilitat exponencial:

fX(x) = Ne
��x

; (35)
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on x pren valors en l'interval [0;1) de la recta real.

Per fer c�alculs amb aquesta densitat de probabilitat, �es �util de recordar que:

Z
1

0
dxx

n
e
��x =

�(n+ 1)

�n+1
=

n!

�n+1
� > 0; n > �1: (36)

La condici�o de normalitzaci�o imposa:

1 =

Z
1

0
dxfX(x) = N

1

�
(37)

i per tant:

fX(x) = �e
��x

: (38)

Els primers moments de la distribuci�o es calculen de forma senzilla:

hXi =
Z
1

0
dxxfX(x) = �

Z
1

0
dxxe

��x =
1

�
; (39)

D
X

2
E
=

Z
1

0
dxx

2
fX(x) = �

Z
1

0
dxx

2
e
��x =

2

�2
: (40)

Notem que la densitat de probabilitat exponencial es determina completament amb el primer moment.

La desviaci�o t��pica �es:

� =

q
hX2i � hXi2 = 1

�
: (41)

Un m�etode alternatiu de calcular els moments, molt �util, �es el m�etode de la funci�o de partici�o.

Considerem la quantitat

Z(�) �
Z
1

0
dxe

��x
; (42)

que anomenem funci�o de partici�o. El primer moment es pot obtenir com:

hXi = � @

@�
lnZ(�): (43)

En efecte:

� @

@�
lnZ(�) = � 1

Z

@Z

@�
=

R
1

0 dxxe
��xR

1

0 dxe��x
� hXi : (44)

An�alogament, la varian�ca es pot obtenir com:

�
2 =

@
2

@�2
lnZ(�): (45)

En efecte:

@
2

@�2
lnZ(�) =

@

@�

�
1

Z

@Z

@�

�
=

1

Z

@
2
Z

@�2
� 1

Z2

@Z

@�

@Z

@�

=

R
1

0 dxx
2
e
��xR

1

0 dxe��x
�
"R

1

0 dxxe
��xR

1

0 dxe��x

#2
=
D
X

2
E
� hXi2 � �

2
: (46)

Per tant, tota la informaci�o rellevant pot obtenir-se de les derivades de Z(�). N'hi ha prou amb

calcular aquesta funci�o:

Z(�) =

Z
1

0
dxe

��x =
1

�
; (47)

per obtenir:

lnZ = � ln�; (48)
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hXi = � @

@�
lnZ(�) =

1

�
; (49)

�
2 =

@
2

@�2
lnZ(�) =

1

�2
: (50)

Aquest m�etode simpli�ca molt els c�alculs, i sovint es pot generalitzar a altres densitats de probabilitat.

DISTRIBUCI�O BINOMIAL

Considerem un experiment que t�e �unicament dos possibles resultats, i que repetim un gran nombre

N de vegades. La distribuci�o de probabilitat d'un dels dos resultats rep el nom de distribuci�o binomial.

Suposem que els �unics resultats possibles d'un experiment s�on +1, amb probabilitat p, i �1, amb

probabilitat q = 1 � p. Considerem una seq�u�encia de N resultats de l'experiment, estad��sticament

independents. La probabilitat de que el nombre de resultats +1 en la seq�u�encia sigui n (i el de �1
sigui per tant N � n) es calcula aix��:

(i) Com que els N resultats s�on estad��sticament independents, una seq�u�encia donada (permutaci�o)

amb n valors +1 i N � n valors �1 t�e una probabilitat d'apar�eixer:

p
n(1� p)N�n: (51)

(ii) Es tracta d'obtenir n resultats +1, per�o no importa l'ordre en que apareguin. Hi ha

N !

n!(N � n)!
(52)

seq�u�encies possibles (permutacions) que contenen n resultats +1 i N � n resultats �1.
En de�nitiva, la probabilitat d'obtenir n resultats +1 en N repeticions de l'experiment �es

PN (n) =
N !

n!(N � n)!
p
n(1� p)N�n; (53)

i es diu que la variable aleat�oria n segueix una distribuci�o de probabilitat binomial. Aquesta dis-

tribuci�o est�a normalitzada, ja que el teorema del binomi permet escriure:

NX
n=0

PN (n) =

NX
n=0

N !

n!(N � n)!
p
n(1� p)N�n = (p+ (1� p))

N
= 1: (54)

Els moments de la distribuci�o poden calcular-se de la manera seg�uent. De�nim la funci�o:

gk(p; q) �
NX
n=0

n
k N !

n!(N � n)!
p
n
q
N�n (55)

i l'avaluem fent

gk(p; q) =

NX
n=0

N !

n!(N � n)!

�
p
@

@p

�k
p
n
q
N�n =

�
p
@

@p

�k NX
n=0

N !

n!(N � n)!
p
n
q
N�n =

�
p
@

@p

�k
(p+ q)N :

(56)

Aix�� tenim que g1(p; q) = Np(p+ q)N�1, i per tant el primer moment de la distribuci�o (el nombre

mig de resultats +1) ve donat per:

hni = g1(p; 1� p) = Np: (57)

An�alogament g2(p; q) = Np(Np+ q)(p+ q)N�2, i per tant el segon moment de la distribuci�o �es:D
n
2
E
= g2(p; 1� p) = Np(Np+ 1� p): (58)
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La varian�ca �es per tant:

�
2
N =

D
n
2
E
� hni2 = Np(1� p) (59)

i la desviaci�o t��pica:

�N =
q
Np(1� p): (60)

DISTRIBUCIONS NORMAL I GAUSSIANA

En el l��mit en que el nombre d 'experiments N �es molt gran, i tamb�e el producte Np �es molt

gran (p no massa petit), es pot demostrar que la distribuci�o binomial per a la variable aleat�oria n

(nombre de resultats +1) tendeix a una distribuci�o gaussiana, centrada a hni = Np i amb desviaci�o

t��pica �N =
p
Np(1� p), de la forma:

PN(n) =
1

�N

p
2�

exp

"
�(n � hni)2

2�2N

#
: (61)

Per a una variable aleat�oria cont��nua, X , que segueix una distribuci�o gaussiana, la densitat de

probabilitat ve donada per:

fX(x) =
1

�
p
2�

exp

"
�(x� �)2

2�2

#
: (62)

on x pren valors en tota la recta real. Les constants � i � corresponen, respectivament, al valor mig

i a la desviaci�o t��pica de la variable X , com comprovarem m�es endavant. La distribuci�o gaussiana �es

sim�etrica al voltant de �.

Un cas particular de distribuci�o gaussiana �es la distribuci�o normal:

fX(x) =
1p
2�

exp

"
�x

2

2

#
; (63)

que correspon a una gaussiana amb � = 0 i � = 1. El factor 1=
p
2� prov�e de la condici�o de

normalitzaci�o: Z
dxfX(x) =

Z
1

�1

dx
1p
2�

exp

"
�x

2

2

#
=

1p
�
�(

1

2
) = 1: (64)

Els moments senars de la distribuci�o normal s�on nuls perqu�e la integral corresponent t�e com integrand

una funci�o imparella al voltant del zero. Els moments parells venen donats per:

hXni =
Z
1

�1

dxx
n 1p

2�
exp

"
�x

2

2

#
=

2n=2p
�
�

�
n

2
+

1

2

�
= (n� 1)(n� 3) : : :3 � 1: (65)

Aix�� tenim

hXi = 0; (66)D
X

2
E
= 1; (67)

i per tant

� =
D
X

2
E
� hXi2 = 1: (68)

El segon moment de la distribuci�o normal tamb�e pot calcular-se de�nint una "funci�o de partici�o"

Z :

Z(�) �
Z
1

�1

dx exp
h
��x2

i
=

p
�

�1=2
: (69)

Es pot veure que:

� @

@�
lnZ(�) = � 1

Z(�)

@

@�
Z(�) =

R
1

�1
dxx

2 exp
�
��x2

�
R
1

�1
dx exp [��x2] =

D
X

2
E
; (70)
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i per tant: D
X

2
E
= � @

@�

 
ln

p
�

�1=2

!
=

1

2�
; (71)

que es correspon amb el resultat


X

2
�
= 1 quan la distribuci�o �es normal i per tant � = 1=2.

Sigui X una variable aleat�oria normal. Aleshores

Y � �+ �X (72)

�es gaussiana, de valor mig � i desviaci�o t��pica �. Per comprovar-ho, nom�es cal tenir en compte que

la variable X = (Y � �) =� segueix una distribuci�o normal, i per tant

fY (y) /
1p
2�

exp

"
�(y � �)2

2�2

#
; (73)

i imposar la condici�o de normalitzaci�o Z
1

�1

dyfY (y) = 1 (74)

que determina la constant de proporcionalitat. El resultat �nal �es efectivament:

fY (y) =
1

�
p
2�

exp

"
�(y � �)2

2�2

#
: (75)

Aquest resultat �es �util per calcular els moments de la distribuci�o gaussiana, apro�tant que ja hem

calculat els moments de la distribuci�o normal:

hY i = �+ � hXi = �; (76)D
Y

2
E
=
D
(�+ � hXi)2

E
=
D
�
2 + 2��X + �

2
X

2
E
= �

2 + 2�� hXi+ �
2
D
X

2
E
= �

2 + �
2
; (77)D

Y
3
E
=
D
(�+ � hXi)3

E
=
D
�
3 + 3�2�X + 3��2X2 + �

3
X

3
E
= �

3 + 3��2; (78)

...

Aix�� comprovem que la distribuci�o gaussiana, tal i com l'hem de�nida a l'inici d'aquesta secci�o, t�e

efectivament valor mig � i desviaci�o t��pica �. La distribuci�o gaussiana, per tant, ve determinada

completament pels seus dos primers moments.

DISTRIBUCI�O DE POISSON

En el l��mit en que el nombre d 'experiments N �es molt gran (N ! 1), per�o la probabilitat p

del resultat +1 �es molt petita (p ! 0), de manera que el producte Np = a es mant�e �nit, es pot

demostrar que la distribuci�o binomial per a la variable aleat�oria n (nombre de resultats +1) tendeix

a una distribuci�o de Poisson:

PN(n) =
a
n

n!
e
�a (79)

La distribuci�o de Poisson est�a normalitzada:

1X
n=0

a
n

n!
e
�a = e

a
e
�a = 1: (80)

Els moments de la distribuci�o es poden calcular per un m�etode similar al que hem fet servir per a la

distribuci�o binomial. Tenim:

D
n
k
E
=

1X
n=0

n
k a

n

n!
e
�a = e

�a

�
a
@

@a

�k 1X
n=0

a
n

n!
= e

�a

�
a
@

@a

�k
e
a
: (81)
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Els dos primers moments s�on:

hni = a; (82)D
n
2
E
= a

2 + a: (83)

La desviaci�o t��pica �es:

� =
p
a: (84)

La distribuci�o de Poisson est�a determinada completament en termes del seu primer moment, hni = a.

TEOREMA DEL L�IMIT CENTRAL

Donada una variable aleat�oria X amb densitat de probabilitat fX(x), volem trobar la distribuci�o

de la variable aleat�oria Y , de�nida com el promig de N mesures de X :

yN =
x1 + x2 + � � �+ xN

N
: (85)

Considerem la densitat de probabilitat fY (yN � hXi). La seva funci�o caracter��stica es pot escriure:

�(k) =

Z
e
ik(yN�hXi)fY (yN � hXi) dyN

=

Z
e
i(k=N)[(x1�hXi)+(x2�hXi)+���+(xN�hXi)]fX(x1)fX(x2) � � �fX(xN )dx1 � � �dxN

=

�
�

�
k

N

��N
: (86)

Si �2 =


X

2
�
� hXi2, aleshores:

�

�
k

N

�
=

Z
e
i(k=N)(x1�hXi)fX(x1)dx1 = 1� 1

2

k
2

N2
�
2 + � � � (87)

Com que e
i(k=N)x1 �es una funci�o oscil.lant, la funci�o �

�
k
N

�
decaur�a a mesura que k augmenti. La

funci�o
h
�

�
k
N

�iN
decaur�a encara m�es r�apidament a mesura que k augmenti. A m�es, si la funci�o

fX(x1) va prou r�apidament a zero quan x1 !1, els moments seran �nits i:

�(k) =

"
1� 1

2

k
2

N2
�
2 +O

 
k
3

N3

!#N
N!1�! e

�k2�2=2N
: (88)

Aix��, la densitat de probabilitat fY (yN � hXi) es converteix en:

fY (yN � hXi) = 1

2�

Z
1

�1

dke
�ik(yN�hXi)�(k)

=
1

2�

Z
1

�1

dke
�ik(yN�hXi)e

�k2�2=2N
e

=

s
N

2�

1

�
e
�N(yN�hXi)

2=2�2
: (89)

Per tant, independentment de la forma de fX(x), el promig d'un nombre molt gran de mesures de

X �es una variable gaussiana centrada a hXi, amb desviaci�o t��pica N
�1=2 vegades la desviaci�o t��pica

de fX(x). Per a que aquest resultat sigui v�alid, nom�es cal que fX(x) tingui els moments �nits, que

les mesures de X siguin estad��sticament independents, i que N sigui prou gran. Aquest resultat
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s'anomena el teorema del l��mit central, i permet explicar perqu�e molts fen�omens que s'observen a la

Natura es poden descriure amb una distribuci�o gaussiana.

LLEI DELS GRANS NOMBRES

La llei dels grans nombres �es a la base del concepte intuitiu de probabilitat que hem enunciat a

l'inici d'aquest resum. Tot i que el teorema del l��mit central inclou molt del contingut de la llei dels

grans nombres, aquesta �es m�es general, i per tant conv�e discutir-la breument.

La llei dels grans nombres s'aplica a N experiments independents. Suposem que un succ�es A t�e

probabilitat p d'oc�orrer. La llei dels grans nombres diu que, en el l��mit N ! 1, del total de N

experiments obtindrem pN resultats del tipus A.

La llei dels grans nombres es pot provar amb m�es o menys generalitat. Aqu�� donarem una

prova bastant restrictiva, que consta de dues parts. La primera part �es la deducci�o de l'anomenada

desigualtat de Tchebyche�. La segona part �es la demostraci�o de la llei dels grans nombres a partir

d'aquesta desigualtat.

La desigualtat de Tchebyche� estableix una relaci�o entre la varian�ca i la probabilitat de que una

variable estoc�astica es pugui desviar del seu valor promig en una quantitat arbitr�aria � > 0. Escrivim

la varian�ca de la variable aleat�oria X com:

�
2
X =

Z
1

�1

dx (x � hxi)2 fX(x): (90)

Eliminem ara el rang de la variable x per al qual jx� hxij � �: Podem escriure:

�
2
X �

Z
hxi��

�1

dx (x� hxi)2 fX(x) +
Z
1

hxi+�
dx (x � hxi)2 fX(x): (91)

A les dues integrals es veri�ca que jx� hxij2 � �
2, i per tant podem substitu��r (x� hxi)2 per �2

mantenint la desigualtat:

�
2
X � �

2

"Z
hxi��

�1

dxfX(x) +

Z
1

hxi+�
dxfX(x)

#
= �

2
P (jx� hxij � �) ; (92)

on P (jx� hxij � �) �es la probabilitat de que la variable estoc�astica X es desvii dehxi en m�es de ��.
Aix�� arribem a la desigualtat de Tchebyche�:

P (jx� hxij � �) � �
2
X

�2
: (93)

Si la varian�ca �
2
X est�a �xada, la probabilitat de que x difereixi de hxi en m�es de �� decau com �

2
:

Passem ara a la llei dels grans nombres. Considerem N experiments independents que mesuren

la variable aleat�oria X . De�nim de nou el valor mig dels resultats de les mesures com:

yN =
x1 + x2 + � � �+ xN

N
: (94)

La llei dels grans nombres a�rma que la probabilitat de que yN es desv��i de hxi va a zero quan

N !1, �es a dir:

lim
N!1

P (jyN � hxij � �) = 0: (95)

Per demostrar-ho, recordem que hyN i = hxi. A m�es, com que estudiem successos independents, la

varian�ca compleix �
2
yN

= �
2
X=N: Fent �us de la desigualtat de Tchebyche�:

P (jyN � hxij � �) �
�
2
YN

�2
=

�
2
X

N�2
: (96)
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Per tant, en el l��mit N !1 tenim:

lim
N!1

P (jyN � hxij � �) = 0 (97)

sempre que �2X sigui �nit.

La llei dels grans nombres que hem demostrat aqu�� �es una forma particular d'una llei m�es general

deguda a Khintchine.


