Exercici 1: Verifica que les carregues, Q%, verifiquen les relacions de commutacié del grup de simetria, és

a dir,
Q% Q" = if*cQ".

Fes servir les relacions de commutacié canoniques de la teoria de camps (E.T.C), i.e.

[9i(2), 6 (y)] = [mi(x), 75 (y)] = 0, fora®=y°
10,03 (F — 1), fora®=1y".
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Resposta:
Escrivim, en primer lloc, la carrega Q% en termes d’una integral dels camps i dels moments conjugats

Q= /d% [—iwa(aj)Tgﬁ¢ﬁ(x)] .
Les relacions de commutacié de les carregues es poden escriure aixi:
Q@ = [ & [ Y1) [ @) @), 7 T35 )]
El commutador que apareix en aquesta integral es pot expandir fent servir

[A, BC] = B[A,C] + [A, BIC.

(7% () Tape” (2), 77 (1) T55° (y)] =
() [Ta50° (), 77 (1) T256° (y)] + [7(2), 7 (y) T250° ()] T250" (x) =

7% (x) [Tgﬁ¢ﬁ($)777(y)] T»l;5¢6(y) + 77 (y) [Wa(x)a Tsts(bé(y)] ng(?ﬁ(ff) =

Es important notar que els elements com 775 no sén matriux, siné elements de matriu, per la qual cosa

commuten amb tot. L iltima expressio es pot escriure aixi:
7 (@) T2 (167769(F - 7)) Th0%(y) + 7 ()Tl (~i0°%6) (@ - 7)) Tp07 () =
7 (@) [T, T apd’ (2)i6* (& — §) = i f*"n® ()T 0" (2)i8*(Z — §).

Aix0 ens duu a



@@ = it [ o [y (5@ - Pr@)T500% (@) = i [ (i (@756 ()
’LfachL,

fet que prova ’enunciat de I’exercici.

Exercici 2: Prova que

Y =vPy ; Yrp=yP_. (1)

Recorda que 1) = 1f+°
Resposta:

Per tal de resumir les dues equacions en (1), fem servir la notacié

Yy = Prip.

Els fermions barrats i projectats quiralment es poden escriure aixi:

Py =Pl = (T PL)C.

En aquest punt, cal adonar-se que el fet que ’yg = ~5 implica que Pl = P4, per la qual cosa

Yy = <¢T—1 i2%> ~°.

Fent servir la relacié d’anticommutacié {s,~v°} = 0, s’acaba trobant que

oy = <wT 01:F75> :1/_)P1F»

que demostra (1).

Exercici 3: Verifica que 7° canvia la quiralitat dels camps. Es cert que ¢, = 1¥r? Escriu el terme de massa
del lagrangia en termes del camps quirals dret i esquerra. Trenca, el terme de massa, la paritat?

Resposta:

Per tal de verificar que 7° canvia la quiralitat dels camps, considerem un camp purament dret, 1'r, que es
pot escriure com la projeccié cap a la dreta d’algun camp 1. Per tal de verificar que 4% és purament esquerre,
projectem aquest camp a través dels projectors dret i esquerre:

1-— 14+
Py = WOT% 2%1# =0,
1+ 1+
Py = ’7075751/) =g,



on s’ha fet servir que 72 = 1. En aquestes equacions, un pot veure-hi que 7y r és esquerre, ja que no té
projecci6 cap a la dreta i és igual a la seva projeccié cap a l'esquerra.

El mateix procediment es pot fer servir per a projectar un camp purament esquerre:

14+91—
Prfy = 1" 52—y =,
I—7%1—7s
Py =~"—=

_ .0
2 2 ¢ ,waa

que mostra que Y1y, és un camp dret.

La part esquerra d’un camp 1 transformada sota paritat és

L=
2

1-— 1+~
¥ = =5y = "=y =1y,

Uy =

per la qual cosa esta clar que no és cert que ¥ = ¢g (sic).

El terme de massa al lagrangia és
['mass = —m&ﬂ = _m(@L + &R)WL + wR) =
= —mrYr +YrYr + YrYL + YRYR)
Fent servir que ¢4 = iP% iel fet que Py P+ =0, tenim
Lonass = —m(PyP g+ Py Pt + $P_P_t) + $P_Pyy))
—m(Yrr + YrL).

Per tal de veure que el terme de massa no trenca paritat, transformem aquest terme sota paritat, és a dir,
multipliquem els camps per 7°:

Lhnss = —mp 1700 = —mypTr070909% = —myaOy
= 7qu/}a

de manera que el terme de massa es manté invariant sota la transformacié de paritat.

Ejercicio 4: Las interacciones (vectoriales o axial-vectoriales) siempre preservan helicidad, mientras que las
escalares y pseudoescalares no. Probarlo!

Respuesta:

Sabemos que
1
JsUr = +5Ur (2)

J3pr = —%1/% (3)



5
Y si aplicamos los operadores de proyeccién PL = HT” obtenemos que,

P_ip=4r

Py =19r

Por lo tanto los P proyectan los estados de helicidad con autovalores A = i%.

NOTA:

En el caso del vector
Yy
Veamos término a término:

Primer término

VRV YR

Como {y*,7%} = 0 para u=0,1,2,3

VrRY" YR

Up =9}
U = PRy
L =vip
vh =P,
(YR +PL)v" (YR + L)

VYR + YLy YR + YRV UL + YLy L

= (WO Py
= WPy Py
5 5
_ ¢T<(1+2’Y),Y0) <,Y#(1+2’Y )>¢

= <,yo(1 —275)) <(1 _275)7u> b

_AB)2
= ¢T,70 (%) )

Y (7°)? =1 entonces (1 — %)% =2 — 29 y asf

YrY"r # 0



Segundo término

VYR =

Como {v*,7°} =0 para u =0,1,2,3

V'R

Y (7°)? =1y asi

Tercer término

1/)_117 Har

Como {v*,7%} =0 para u =0,1,2,3

VrRYMbL

Y (7%)2 =1y asf

Cuarto término

YLy vr

Como {y*,7%} = 0 para u=0,1,2,3

YLy

(WL )Py
(YT P_)yy* Pyap

Pt (@’yo) (W“G—;ﬂ) ¢

Yvry*Yr = 0

(WA Py
(T PL)A Py

! <(1+275)70) (7”(1275)) Y




Y (7°)? =1 entonces (1 +7°)% =2+ 27° y asi
YL # 0
Finalmente
Py = Yry"br +PLyPL

Es decir que se conserva la helicidad.

En el caso del vector axial

Py

(VR + L)V (VR + Y1)
VRY* Y YR + YY" YR + YRV Y YL + YLy vr

Veamos término a término:

Primer término

YRY"Y YR = (IO Pyy
= WPy Py
5 5
. ((1‘;’Y )’YO> o (75(1‘;7 )) .
5 5

Como {v*,7°} =0 para u =0,1,2,3

Y (7°)? = 1 entonces (1 —~5)? = 2 — 295 y asf
bRV YR # 0
Segundo término
by or = (WA Py
(T P_)y 77" Py

- (2.

= g (@7% (7”@) R

Como {v*,7%} =0 para u =0,1,2,3

5 .5
YLy YR = (70(127 )) ((1 2 )v“> 71

= gy’ (%) >




Y (7%)2 =1y asi

Tercer término

Como {v*,7%} =0 para u = 0,1,2,3

VrRY* Y YL

Y (7%)2 =1y asf

Cuarto término

Como {y*,7°} = 0 para u=0,1,2,3

YLy YL

Vi YR = 0

(WP Py
(T PL)A P Py

] oy ((12—75))7()) o <75(1 275)) ¢

Pl ((1275)70> <7"(1275)> R

2
(52
brY* YL = 0
(Y5 A0) ¥y Pt
(1 P_)y° v W5P ¥
"

]
()

_ <70<1+75>> ((1“5)7”) o

2
5)2

Y (7°)? =1 entonces (1 +~+°)% = 2+ 27 y asf

Finalmente

Py

Es decir que se conserva la helicidad.

V'Y, £ 0

= YrY*Y R + LYY YL



En el caso del escalar

Veamos término a término:

Primer término

YrYr =

Como {v*,7%} =0 para u =0,1,2,3

Y (7°)? = 1 entonces (1 — (v°)?) =0 y asf

Segundo término

VRYR

Yrp =

Como {y*,7%} = 0 para u=0,1,2,3

YLYR

(VR + VL) (YR + L)
YRR + VLR + YRYL + YribL
(") Pyt
(V1P )y Pyt
(47 o) A +9°)
(G ( 5 Y ) 5 ¥

Yry"vr = 0

(¥17°) Pyt
(T/JTP—)WOP#P

- 5
¢T<(1 2’7 )70) (1‘;’7 )¢

2 2

E% (%) ¢

" <,yo(1 +75)) (1 +75)w

Y (7°)? =1 entonces (1 +~+°)% = 2+ 27 y asf

Tercer término

YRYL

Yrbr # O

(WhA*)P-y
(1P )y Py

- ((1 +75),yo) (1—75)w

2 2



Como {v*,7°} =0 para u =0,1,2,3

YrYr = ot <’YO(

Loy o),

2 2

Y (7°)? =1 entonces (1 —+°)? =2 — 27 y asf

Cuarto término

YL

Como {v*,7%} =0 para u =0,1,2,3

Y =

Y (7°)? =1 entonces (1 —+°)2 =0y

Finalmente

Es decir que no se conserva la helicidad.

En el caso del pseudo-escalar

Yy Y

Veamos término a término:

Primer término

asi

i o <(175)70> (1*75)10

Yy # O

(WEA°)P_tp
(WP )Y Py

2

Y = 0

Yy = Yrir + YR

(Ur + L)y (YR +YrL)

YRy’

VrY YR =

Como {v*,7%} =0 para u =0,1,2,3

VrRY VR

VR + VLY YR + VRY VL + YLy YL

W)y P
(T PP Pyt
14~° (14 AP
ot <( +27 )70) <70( +27 )>w




Y (7°)? = 1 entonces (1 — (v°)?) = 0 y asf

Segundo término

Como {v*,7%} =0 para u =0,1,2,3

VrY"Yr = 0

WA Pry
(T P_)y° P Pyt

o (050 (50,

_ (70(1+75)) ((1+v5)75>w

2
wTWO (ﬂ) W5¢

2

4

Y (7°)? =1 entonces (1 +~+°)%2 =2+ 27 y asf

Tercer término

Como {v*,7%} =0 para u =0,1,2,3

ViY’yr # O

= (@)Y Py

(TP PPt

- o (S5 (052,

Y (7°)? =1 entonces (1 — %)% =2 — 27 y asf

Cuarto término

Como {y*,7°} = 0 para u=0,1,2,3

VY YL # O

(W50’ Py
(YT P_)y° PP e

() (57

10

(102)

(103)
(104)

(105)

(106)

(107)

(108)

(109)
(110)

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)
(116)

(117)

(118)

(119)



Y (7°)? =1 entonces (1 — (7°)?) =0 y asi
YL = 0 (120)
Finalmente
Y = YRy’ Yr + 0y YR (121)

Es decir que no se conserva la helicidad.

Exercici 5: Troba la implementacié de la conjugacié de carrega en un camp complex escalar. Es possible
acoblar ’electromagnetisme via acoblament minim a un camp escalar real?

Resposta:

La densitat lagrangiana d’un mesé escalar lliure complex és

1 1
— ook T2 ok
L 2M¢8¢ 2m¢¢.

Si el mesé escalar esta acoblat a un camp electromagnetic, la densitat lagrangiana es pot trobar a través de
l'acoblament minim, és a dir, 0,¢ — (0, +ieA,)¢ i O ¢p* — (O —ieAH)p*, on e és la carrega del mesé i A* és
el 4-potencial:

Lem = (0,0 +ieA,0)(0"¢* — ieAr¢*) — m?>¢*¢.

Fent servir les equacions d’Euler-Lagrange

oL oL
Cag) P S}
¢ " 9(0.9)

i la mateixa expressié per al camp conjugat ¢*, es poden trobar facilment les equacions dels camps. Els
resultats sén:

(0,0 +m*)p = —2ieA Db — iepd, A"
(8,0" +m?)p* = 2ieA D, " +ied*d, A"

La conjugaci6 de carrega implica canviar el signe de les carregues e, de manera que queda clar que el camp
complex conjugat satisfa I’equacié del camp conjugat de carrega: ¢. = ¢*, on el subindex c significa que el
camp és el conjugat de carrega. El mateix raonament és valid per a dir que ¢} = ¢.

Si el camp fos real, ¢* = ¢, de manera que es verificaria que ¢, = ¢, fet que només és possible si el mesé no
té carrega, de manera que és impossible acoblar I’electromagnetisme a un camp escalar real.

Exercici 6: Verifica que la matriu



canvia la representacié de Dirac a la de Majorana, i.e., v = UypUT.

Resposta:

Comencem amb °: en la representacié de Dirac,

o (I O
YD = 0 —71 .

Si apliquem una transformacié sota la matriu U, i fem servir que {o", 07} = 2§", obtenim que

U OUTfl I o? I 0 I o? 10 o? I o>\ (0 o?
L2 WP 0 —I o2 —I ) 2\ o2 —I 0?2 I )7\ a2 0

que coincideix amb la representacié de Majorana de la matriu ~°.

Ara, tornem a {o*, 07}, en particular, o'c? + o20* = 26*2. Si multipliquem per o2 per la dreta, obtenim que

o' 4+ 020'0? = 26202, Aquest resultat serd 1til en el calcul que segueix.

Ara ja podem procedir a la transformacié sota U de les matrius v*:

U~iUT — 1 I o2 0 o I o2 _ 1 I o2 oto? —gt
D ~ o\ o2 —-I ot 0 o2 -1 ) 2\ o2 —I —ot  —glg?
1 07,02 —(0%0io? + o)\ i€k ok _ 52802
= 35\ 420002 4 ot 07, 0?] = 02812 ei2kgh |

Aquesta darrera expressié coincideix amb la representacié de Majorana de 1’algebra de Clifford:

1 iO’3 O . 2 0 —0'2 . 3 —iO'l O
Y = 0 o3 Y o2 0 5T = 0 _iol |-

Exercici 7:

Fes servir les regles enunciades per tal de solucionar els exercicis segiients. Agafa n=3, i.e., treballarem amb
representacions d’SU(3).

(a) Quines de les segiients taules de Young sén admissibles?

212] [1]2] [2]1] [2][2] [1]1] [1]2] [2]3]

(b) Fes servir la regla (2vi) per a determinar les dimensions de les segiients dues representacions:
Escriu les taules de Young per a les corresponents representacions conjugades (regla 2ix).

12
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(d)

()

Calcula la dimensi6 de la representacié corresponent a la taula de Young

fent servir la regla (2vi), i després verifica que la regla del ganxo (2vii) duu al mateix resultat.

Volem calcular el producte tensorial de dues representacions. Com a pas preliminar, considerem els
segiients diagrames:

lalalb] al alb] alal

Fent servir la regla 2(vii)III, digues quins d’aquests diagrames sén admissibles i quins cal descartar.

Fent servir la regla (2viii), calculaa 3®3, 3®3, 1 8®8. Escriu la resposta final en termes de les dimensions
de les representacions (i no en termes de les taules).

Resposta:

(a)

()

Només és acceptable la segona taula. L’iltima esta prohibida perque I'index de les capses ha de cérrer
d’1 a 3, és a dir que el 4 no esta permes. Les altres taules (a part de la segona) estan prohibides ja sigui
perque els indexs d’una fila no haurien de decréixer, i ho fan, o perque els indexs d’una columna haurien
de créixer, i no ho fan.

La dimensi6 de la primera representacié és 3; les taules de Young corresponents sén

1] [2] [3]

La dimensi6 de la segona representacié és 6; les taules de Young corresponents sén

[fa] [af2] [1]3] [2[2] [2]3] [3]3]

Per tal de trobar les representacions conjugades, complementem les taules de ’exercici per tal d’obtenir
una taula rectangular amb 3 files. Les taules originals estan marcades amb una X per tal de distingir-les
de les altres que produeixen el rectangle de 3 files:

Si hom rota les capses no creuades, obté les representacions conjugades de les taules de Young originals:

J

Totes les taules de Young admissibles d’aquesta representacié son

13
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()

L[] [1]a] [a]2] [1]2] [1[3] [1[3] [2]2] [2]3]

En total sén 8, de manera que la dimensié de la representacio és 8.

La regla del ganxo déna, per a totes les capses, els segiients valors per a les longituds de ganxo h; i
distancies d;:

3|1 d,-:OI,

1 -1

hi:

El calcul de la dimensié a través de la regla del ganxo déna

D:H?,Zidi _ (3;0) (311) <311) _s,

que coincideix amb el valor trobat per comptatge directe.

El primer i tercer diagrames no sén permesos perque si un comenca a llegir de dreta a esquerra i cap avall,
un troba primer una 'b’ abans de la primera ’a’, fet que no verifica la regla.

03®3:D®@:E@®E:6®3

. 3@3:@®E: alg =81

| [aldl a el HHeled ala)
*8®8= ot =lal®[ [a] @[ [b] &[] @ O T3 =
— 2 lab] [3 a] b 5
:.@a“‘@b‘”@@ 9 b“‘“|:1@8@8@10@ﬁ@27
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