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Test de hipotesi

* Volem acceptar o rebutjar una hipotesi H, (que la denominarem
hipotesi nul) contra una altra hipotesi alternativa H,, basant-nos en les
dades experimentals, 1 a un determinat “nivell de significaci6” X
(probabilitat de que rebutgem H,, siguin veritat. Voldrem X petit)

« exemple: sigul x un estadistic de les nostres mesures. Volem acceptar
o rebutjar que la p.d.f de x es f (X| 90) en front de f (X| (91) ,una
vegada hem obtingut el resultat x 1 a un nivell de significacidé donat X
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Test d'hipotesi (2)

» Existeix també la possibilitat que H, sigui veritat, pero que acceptem
H,. A1x0 passara amb una probabilitat ,8
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 ens Interessa que ,8 sigui el més petit possible. Per aixo definim:
Potencia del test =1—
« Sitenim dos metodes diferents per discriminar 6’0 de (91 evidentment

agafarem aquell que ens doni una poténcia més gran



le

e Tenim un experlment que ens g m deveniments que segueixen una
distribucié N (,,c”).Fem un canvi en l’aparell i volem veure si el
valor central no ha canviat mesurant n nous esdeveniments
(considerem el cas en que G no canvia 1 €s coneguda).

- Hoo p=p,
- He =gy, (> 1)
. agafarem ['estadistic: N(OD) s
t(x X, — ) (o /-/n) = pd.f(t AN
(X)=(" Z Ho) (o /~n)= p.ad.T(t)= {N(ﬂl—ﬂo,1)5|ﬂ=ﬂ1
 avaluant t(x) podrem acceptar o rebutjar la hipotesi H, contra H, al
nivell de significacio ,, que volem
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Exemple (2)

Pero tamb¢é podem utilitzar un altre metode: el del signe
— Hy: # = Hy les n observacions estaran distribuides simétricament al voltant det{
— Hy:#4 = 4 1no hi haura simetria al voltant de £/,

sigul n_el nimero de observacions en que (X, — 4, ) sigui negatiu. ( si
H, no €s veritat aquest numero tendira a ser petit comparat amb n/2)

ny 1) n
P(n:”HO):[rJ(zj P(N—rHl)—(rjir(l—q)”r

com la pd.f és discreta en lloc de donar X q= | N(z,0)dx

. , , . . —00
donarem un n_... St n_€s més petit que n_., rebutjarem H,,.

El nivell de significacio determinat per aquesta n,;, sera:a = nz PG| H,)
i la poténcia del test sera:1— =) P(i|H)) -
Aquesta poteéncia, com en el cas anterior depen de Y,

Comparant els dos metodes, per 1a mateixa ¢ ,resulta que el primer

metode té una poténcia més gran per qualsevol valor de £



Test de hipotesi a la practica

Correcta: donar primer a, fer la mesura d’x 1 acceptar o rebutjar H,
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Habitual: fer la mesura d’x i donar & = I f(y|6,)dy

Aquesta o dona el “nivell de confianca” (C.L.) de que H,, sigui certa.



Exemple

Diferencia en les mitjanes (o iguals pero desconegudes): test de student

Suposem que tenim dues mostres:

o {Xq, ..
* {yq ...

Ca X

» Yt
les quals sabem han estat generades a partir de distribucions Normals

amb la mateixa variancia pero que poden tenir mitjanes diferents.
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Test de Neyman-Pearson

* En p.d.f. unidimensionals el problema de trobar la regi6 de rebuig “R”
¢s facil: son els extrems. Pero 1 en més dimensions?

e Mctode general per trobar la millor regid de rebuig (o maxima
potencia del test) a un determinat nivell de significacié donat:

a = jf(xw)dx - = jf(xw)dx

B f(x]6,) f(x]6,) ,
p= R(j)fmw)f(' 0)C _ER(wao)‘g“goj

e sera maxim s1 1 nomes s1 R ¢€s la fraccio de 1’espai que compta els
valors majors de f (X |6,)/ f(X|6,)
e f(x|9)
» la regio critica vindra donada per | (X;6,,6,) = C,
f(x|0 )

Ca a determinar segons la ¢y donada

¢l criter1 sera
— acceptar HO s1 In < Ca
— rebutjar HO si |n > Ca



exemple

* Volem discriminar entre dos possibles valors de la vida mitjana d’una
particula a un cert nivell de significacio &X. H,: 7 = 1 ,HL: 7 = )

. 2
« farem dos mesures t,1t, He—ti/z /9
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+ per trobar C,, hem de buscar la regio R on o = jR L(T,1)dt
acceptar H, si (t, +t,) <2In(4C))

l—a = ”e‘“e‘t2 dt,dt, = _ _
rebutjar H, si (t, +t,) > 2In(4C))

t,+t,<21In(4C,)



Maximitzant la potencia local

 Hem estimat &, maximitzant L(X | &), i volem discriminar entre

— HO: =0,
~ Hl: =0, +A
 siapliquem el test de Neyman-Pearson:
In(X;90,¢90+A):L(X|0°+A)2Ca:>lnL(X|90+A)—lnL(X|90)zalnL A>InC,
L(X]6,) 2
OlnL ZlnCa:> OlnL >ka y ElnCa
o6 , A 06 |, < “T A

« isabem quedlnL /00 és una distribucié normal amb:

2
E[mn" ):o E[[alnL J—o}m(” N(0,-/nl,)
00 0-0, 00 0=0, I
e ¢S test sera:
Oln L
> A -/nl,

00
« exemple: si A, =2 = 5% de nivell de significacio

olnL/060




El test de Pearson

Tenim n successos que poden caure en k llocs amb probabilitats p,
(tipic histograma de k intervals)

volem acceptar o rebutjar Hy: P; = P; ... P, = P,
construim : ni —np; ?
4= Z ( TJ )

sin; €s gran 1 H, €s veritat tlndrem que (n; —np; ) / np; ~ N (0,1)

i per tant estem davant d’una £ de “k-17 d.o.f (*k-1"1no “k” degut a
la condici16 de normalitzacio: Z M= ). S1 les p; han estat estimades a
partir de “d” parametres, la Z sera de “k-1-d” d.o.f

test: per a una & de nivell de 81gn1ﬁcac10 la regi6 de rebuig vindra
donada per ;( 2(X)

o = j;( (xdo.fydx| \\

0 ~dof
practlca usual en fisica es donar un C.L. Com j 7 (x;d.o.f)dx
Zobs




El test de Pearson: cas 1

Comparar dades (n successos que poden caure en k intervals)
amb un model donat de pdf f(x)
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Kk s1 N no esta fixat
dof =5 k-1 sin esta fixat
k—1—d sif(x)ted parametres que hem ajustat a les dades




Exemple (dof=k-1)
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Exemple (dof=k)

po=["dx=0.1
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Generem 100
nombres plans
1 els agrupen
en k=10
intervals.

Exemple (dof=k-1-d)
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Pero ara creiem que aquestes dades, en lloc de provenir de la pdf
f(x)=1, venen de lapdf f'(X;) =a(x—0.5)+1 0<x<1
d’on desconeixem a 1 per tant ’hem d’estimar.

Z (0[) Z(n _npl(g)) min imitzar -

n(a) = j (cr(x —0.5)+1)dx



- millor ajust
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El test de Pearson: cas 2

Volem saber si el resultat dels dos mostrejos és compatible amb el que seria
esperable si ambdds segueixen la mateixa distribucié de probabilitat f(x).

25 25

_ 2
20 (1) 2(3\ \%cé : — (2)
15 %3)9 ]
) 10

10 - d: —
| om L I il

\\\\\\\\\ 0 T T T T T 1 1 T T T T T
01 23456 7 8 9101112131415 16 1718 19 20 012 3 45 6 7 8 9101112 1314151617 18 19 20

(de fet totes dues han estat generades segons una binomial n=20,p=0.5)

cal ometre els
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k—1 siles dades s’han recollit imposant que NiJ; = nNig;



E xemp I e Generem dos conj}lnts de 100 nombres plans
agrupats en k=10 intervals.

18
16
14
12
10

8

L) _

2
Z — _804

o N b oo

C.L= |7’ (X%dx=0.5

0 01 02 03 04 05 S 07 08 o9 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 p)
Xobs

Podem repetir I’experiment 200 vegades 1 veure les distribucions deX i CI

Demo

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0 01 02 03 04 05 06 07 08 0.9




1000 parells de mostres de 1000 elements N(1,1) - N(1,1)

20 intervals de mostreig

Compatibilitat entre
Normals
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En els altres 3 casos
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Test free of binning(I)

Suposem

Detfinim

Sy(X) =+

Test de Smirnov-Cramer-Von Mises

que tenim una mostra {x,, ... , Xy} i volem saber si és
compatible amb una certa distribucio de densitat de probabilitat f(x).

1 JI_/
(0 X < X
/N X <X<X, Sn() | o0
X
1 Xy < X
0

F(X) = j f (X)dx X




Wz(x):T(SN(x)—F(x))z f (x)dx = TF2(x)dF(x)+N le(—F(x)) dF (x)+

=1

+00

j(l—F(x))zdF<x)=§l{121N+Z[ -2 1”

XN

Per un valor fixat de x, Sy(x) €s una binomial amb

E[S\ (¥)]=F(x) (np)
Elsu00-Foor]-  Fooa-Foo pa)
1 per tant

EW?) = E{ [y (0=F(x)* f (x| = [E,[8, 00~ F(OT f (x)dx =

! 01 1
:_[ONF(X)(I—F(X))f(x)dx:. NF(I— F)dF = N

0

AN -3

VIW?)=EW*)-EW")" = [0N°




Com ja coneixem E(W"2) 1 V(W”2) podem determinar la relacio

entre el nivell de significancia o 1 el valor de W”2 de tall (de fet
donarem N*W"2)

Nivell a Valor critic de NW?
0.1 0.347
0.05 0.461
0.01 0.743
0.001 1.168

Donada o, si el NW? mesurat ¢s major que el valor critic associat,
hem de rebutjar la hipotesi de que les dades venen descrites per f(x)
a aquest nivell de significancia a escollit.

(a la practica és mesura NW? i es dona el nivell de confianga o
associat)



Test free of binning(II)

Test de Kolomogorov-Smirnov: cas 1

Suposem que tenim una mostra {X,, ... , Xy} i volem saber si és
compatible amb una certa distribucié de densitat de probabilitat f(x).

Definim I’estadistic D de Kolomogorov-Smirnof com

D = max | Sy(X) — F(X) |




Quant mes gran sigui D menys probable sera que la mostra sigui
compatible amb la distribucio f(x). Podem usar aquest fet per avaluar la
significancia del valor D obtingut.

Si la mostra segueix realment la distribucio f(x) aleshores

P(x>D)=Q,| D f+o 1, 010

JN

amb

QKS (ﬁ«) = Zi (_l)j—l e—2j222

Quant més petita sigui P( x > D ) menys compatible sera la mostra amb

f(x)




Test de Kolomogorov-Smirnov: cas 2

Suposem que tenim dues mostres {X, ..., Xy} 1 {Yq, --- » Yy} 1 VOlem
saber si és possible que les dues provinguin de la mateixa distribucio
de densitat de probabilitat.

Definim I'estadistic D de Kolomogorov-Smirnof com

D = max | Sy(x) — Ry(X) |

_l_,_,_‘_,_,

Ry(X) [

| Sn(x)




Quant més gran sigui D menys probable sera que les dues mostres
provinguin de la mateixa distribuci6 f(x). Podem usar aquest fet per
avaluar la significancia del valor D obtingut.

Si les dues mostres provenen de la mateixa distribucio

P(X>D)=Q| D| /N, +0.12+——

amb

CNM
° N+ M

Q) =23 (- e N

Quant mes petita sigui P( x > D ) menys compatible sera que les dues
mostres provinguin de la mateixa distribucio de probabilitat.




Test de Wilks

En problemes reals podem trobar-nos en situacions en que no tenim cap
coneixement a priori de la forma de la funci6 de densitat. En aquests
casos normalment s’intenta modelar la mostra a partir de la combinacio
de funcions de densitat senzilles.

En aguests casos una pregunta habitual és quantes funcions cal usar en
la combinacid?

Exemple: si modelem una mostra com una combinacio de distribucions
normals f(x) = a,; N(n,;,0,) + a, N(n,,0,) + ... , quantes cal usar per
descriure correctament la mostra?

Augmentar el numero de parametres de la distribucié augmentara la
versemblanca, pero no suposara necessariament obtenir una descripcio
mes realista



Suposem que definim dues funcions de densitat com a candidates per
descriure una mostra:

f(X;a) aew

. (P LeQ
On o i Q2 sOn espais de parametres, de dimensions diferents.
Podem calcular la versemblanca de |la nostra mostra en els dos casos:

* L(w) hipotesi H,: la mostra esta ben descrita per f,
o L(QQ) hipotesi H,: la mostra esta ben descrita per f,

Definim aleshores la Rao de versemblanca i parametre v
L(w
. L@)

_ v=-21n(1)
L(Q) O<Ax<l1l

Wilks va demostrar que si la hipotesi H, és certa aleshores L segueix una
distribucio 2 amb t=dim(Q) - dim(w) graus de llibertat.

Per tant, usant un test ¥2, podem estimar la validesa (nivell de confianca)
de la hipotesi H, davant de la hipotesi H,.




Exemple: tres hipotesis

 Hipotesi H,: In(L,)=300 dim(wy)=10
 Hipotesi H;: In(L,)=310 dim(w,)=20
 Hipotesi H.,: In(L,)=314 dim(w,)=30

Aleshores tindrem dues raons de versemblanca:

* vy, =20
*V;,=8

| aleshores un test %2, ens dona:

* H, respecte H,: C.L.=2.9%
e H, respecte H.: C.L.=62.9%| Hipotesi escollida H,




Teoria de la decisio

Mesurem un estadistic x 1 volem decidir entre dos uniques
possibilitats Hy 1 H, (exemple: discriminar entre senyal 1
background)

Agafarem aquella que doni la probabilitat més gran per la
observacio:

~ decidim Hy si P(H, [%)> p(H, | X) ~=1=p(Hy)

p(x|H)p(Hg) > p(x|H)p(H,)

aquesta €s I’aproximacio Bayesiana. Pels anti-bayesians
com desconeixem les probabilitats a priori p(H.) nomes
podem parlar de test d’hipotesi a un cert nivell de
significacio

En fisica adoptarem un o ’altre punt de vista en funcio del
problema 1 s1 coneixem o no les probabilitats a priori.



« En altres problemes (exemple decisions militars) haurem d'associar
també un grau de perdues “1.” per cada una de les decisions H..

ecisio 0=0 0=1
Realitat

Taula de *“grau de perdua”

Escollirem H,, s1 el grau de perdua a posteriori d’escollir H, quant H,

és veritat L p(H, | X)=1p(H)p(x|H,)/ p(x)

és menor que el grau de pérdua a posteriori st escollim H; quant H, €s

veritat: l,p(H, | x)=1,p(H,)p(x| H,)/ p(X)

l,p(x[Hy)p(Hy) > 1, p(x[H)p(H,)



exemple(I): hem de pitjar "reset"?
Tenim un detector que cada dia pren dades continuament amb una
frequeéncia maxima 0., pero que pot anar perdent eficiencia. Cada
mati hem de decidir s1 hem de fer un “reset” del detector a partir de les
“t” contes observades durant el darrer dia.

.
.
-“‘
b

ecis10 | ’NO reset” | “’reset”
Reallk~
0=Omax 0 POmax  *
0<0, a5 Omax —0 0

~“‘reset” pren el
: seu temps

" escollir H, st:
l,p(x| H,y)p(H,) >
L p(x[H)p(H,)

Com 1, depen de 0, utilitzarem el seu valor esperat donats el “t” observats:

Escollir Hj s1: —)
pé_ >E@ . —60)=

max max

gmax
[ (0 —O)P(0|1)d0O
0

Exemple:
p(@|t) = p(t|&)HII(O)

3

-

\

t

mum=ie%

[1(0) = 6’1 sig@<6

max



exemple(II):Seleccionant esdeveniments

Suposem que tenim dades {X M e R =1, n} amb dos tipus
d’esdeveniments (senyal/background), que corresponen a dues diferents
hipotesis H, y H,, y que volem seleccionar els de tipus H, (senyal).

Cada esdeveniment és un punt X" ¢ R® . ;/Quina és la regié que
determinada pels esdeveniments considerats del tipus H,?

Direm que ¢s del tipus HO si: P(X | H1) < p(Ho)

(agafem b=l ~1) p(x|Hy) 1= p(H,)

Es com trobar la regié d’acceptacio de la hipotesi H, en el test de
Neyman-Pearson:

l—a=[p(x|H)dx = p(x|H,)dx

Un esdeveniment d’aquesta regi0 té probabilitat (1-o)*p(H,)) de ser
“senyal” 1 B*p(H,)de ser “background” (a nivell de significacio, 1-3
potencia)



El problema ¢€s que molt sovint desconeixem les expressions analitiques
per les p(x|H.) 1 nomeés tenim dades generades MC tan de senyal com de
background.

En aquests casos la solucio habitual per definir la regio d’acceptacio €s:
buscar els millors talls lineals (variant c,)

r;, < C;

X <Cj 4

tractant de trobar regions on el C;
background es petit 1 la senyal gran.

. Hy
Per exemple maximitzant la puresa: 0

sig (l-a)P(H,)

Pur(c) = sig+back (1—-a)P(H,)+ BP(H,)

Evidentment no ¢€s optima!!!!



altres alternatives

Construir un estadistic t(X) per comprimir les dades. En aquest cas la
regid d’acceptacid quedara definida per un tall

g | i, | Com ja hem p(X|H1)

G

el rectdy, | vistl'optim  £(X) =
p(x|H,)

estadistic €s:

15 |

1 g(tiH)) | p(H )
amb el tall: tcut — ’

o T 1- p( H 0 )

0 T

D 1 2 3 4 5
J k

La transformacio més facil a provar t(X) — Z a.X.

, R i

¢s una combinacio lineal: =

Com determinar les aj?



Discriminant de Fisher t(x)=> a;x,
j=1

Escollir les a,, ..., &, de tal manera que les pdfs g(t|s), g(t|b)
tinguin la maxima “separacio’.

Hs
Volem: g (t) | Hy
. . A ¢
gran distancia entre les ”
mitjanes 1 amplades petites o .
. (s — pip)? -t
Maximitzar: J(g) = b
0.2 + 0.2 ‘
S b

Es Equivalent a Neyman-Pearson
s1 la senyal y el background

pdfs son Gaussianes nD amb
iguals matrius V;

S1no es el cas NO és optim




Estatistics no lineals

La regio6 frontera no té per que ser un hyperpla ,— estatistics no lineals

(Neyman-Pearson ¢s un d’ells)

Altres multivariate statistical
methods:

Neural Networks,
Support Vector Machines,
Kernel density methods,

Exemple: imaginem que tenim dades MC tan de senyal(1) com de
background(2). Minimitzem E variant els parametres w d’una familia
de funcions representada per I(X | W) (pot ser una xarxa neuronal)

1 > 1 si xXP e clasel
E(W)= t(x?)=d?" d® =
(W) Zzp:(( ) ) 0 si x®e clase?2



* Aquesta funcio error es pot expressar en funci6 de les p.d.f de cada
una de les categories (P (X),1=12; J-Pi (X)dx =1)

E[t(x)] = [ dx (e P (%) =1 +a,P, (X)(t(x))*)

C proporcions

o +a, =1

OE[t(X)
S(X")

) -,
;P (X) +a,P,(X)

e després de minimitzar, t(x) ens dona la probabilitat per un Xdonat de
que sigui de la categoria 1.

]2 0x(a P (0L -1+, PL ORI R~ 1) =0

Es equivalent al

t(X)=P(]|Xx) Neyman-Pearson!!!

« Ho podem utilitzar per decidir a quina categoria pertany
sl t(X)>0.5 = Xe clasel
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0.25 H

encerts = 70.2%

- lucid all il
‘Soluci6 dptima ‘Solucié xarxa neural

0.75 — PI'Ob > (0.5

Prob < 0.5

Prob > 0.5
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Cos(g])

1

encerts = 70.0%

0.75 — OUtpUt > 0.5
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o Output > 0.5

-1 P I R T B R R B T T T T N | IR R B R R

—1 —075 05 —0.25 0 025 0.5 075
Cos(g)

1



= olucid alls linial
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Tnformacio distancia

« Sabem que la informaci6 de Fisher esta relacionada amb la resolucio
(maxima) que tenim per determinar el parametre 6 de f (x| )

2
1. (0)=1/0,
* suposem que tenim un “missatge” (experiment, observacio,...) que ens
permet canviar del coneixement actual del parametre 6, > 0,

« volem associar un nou concepte d’informacio per aquest missatge.
Aquesta informaci6 ha d’estar lligada al “guany” de coneixement que
hem tingut.

N(0, /1)

' . d\—ﬁ; , nL/a0
 Es “natural” definir-la com =0, -0, :
d(@ojgl):(gl_eo Id(60991)5j\/Td9

90

_)
Per qué no al quadrat? Oy




Informacio de Kullback

Tenim successos que poden caure en k llocs amb probabilitats p.°.

Tenim un “missatge” que passa d’aquestes probabilitats p — p;
La informaci6 de Kullback que porta aquest “missatge™ ¢s:

K
e =2, piIn(p; / p}')
i=1

. 1 2
és pot demostrar que | R ( o d 9)
exemple: 2

tenim que les probabilitats p, son funcid d’un parametre @ . Per un succés:

'F=E{(““;;"“YHW“;;@T}E{(;2‘2}} )
=3 p @) S I(ap'j (A0 = (1,407

I
A =0, _‘90>Zk: p;(0) =1

\S)



Informacio de Kullback(2)

« Com hem vist esta relacionada amb la informacid que ens aporta un
missatge que altera les nostres probabilitats de p; — p,

« de fet €s I’nica expressio (exceptuant constant multiplicativa) per
aquesta informacio que compleix les segiients propietats:
_ és una funcié continuade Pi>P; = | = | (p; po)
~ I=0si P; =P, Vi
— no depen de ’ordre de les etiquetes

|(p1,... pj,..., Pess P ploj... pjoj..., pkO,..., pno):
0 0 0 0
|(p1,...pk,...,pj,...,pn;p1 o Py ,...,pj o P,y )

— I(1/n,...,1/n,0,...0;1/n,,...,1/n,) €s una funciod creixent de n, 1 decreixent de n
(reducci0 de possibilitats, de n, passem a n)
— regla de composicio:
0 0 0 0 0 0
I(plb'ua pr’ pr+19'“9 pn’ pl CRI pr o pr+1 CRI pn ): I(leqz;ql 9q2 )+
qll(pl /q19”’9 P, /q1§ plo /qloa"'a pro /q10)+q2|(pr+l /qza"'a Py /qz; pr+10 /qzoa"'a pno /q20:

(la informacio es pot calcular per passos, pesats per la seva probabilitat)
(4 =P ++P U =Pryy++ D)



Informacio de Shannon

« Si totes les p,” son idéntiques tindrem:
K K K
I =2 pilnp; —Inp;"> p; =2 p;lnp; ~Inp;’
i=1 i=1 i=1
 per aixo es defineix la entropia o falta d’informaci6 de Shannon com:

S(D)=—Z p; Inp;

 de fet &s I’nica expressio que compleix les propietats:
— ¢€s maxima quan totes les possibilitats son equiprobables
— ¢€s minima quan no hi ha incertesa S(1,0,...0)=0
— ¢€s simetrica amb els seus arguments

— si les possibilitats son equiprobables, incrementa amb el nimero de possibilitats
(augmenta 1’entropia).

propietat additiva (com abans):

S(pla"'a pma pm+1?'”> pn) — S(qaaqb)+qas(p1 /qa9°'°9 pm /qa)+
Uy S Pyt /Apsv5 P/ Oy)



Exemples de I'is de la informacié

* Tenim successos que poden caure en k llocs amb probabilitats p. que
volem estimar-les

 siexperimentalment observem un total de n successos repartits de
forma que trobem n; en el lloc 1, utilitzarem el likelihhod per estimar
les p;

k n;
L n:p)=n[ P,
i=1 -

= InL=>'nInp +constant (p,=1-> p,
i=1 =1

n.

. : N
- =>p="p l=—p = L=
| Pi Py n, ‘ n, ‘ P N

e pero també podem donar I’error:

V(p,) = pi(ln_ Pi)



Exemple Shannon

 Pero qué farem si no coneixem les n, i només coneixem E = Z E.p, ?

. . oL . 3 —
* Maximitzarem la incertesa o minimitzarem la informacio que ens
passa de la distribucio plana a les p,

S :_Z p; In p, "‘l(z P; _1)+ﬂ(ZEi pi—E)

aS:—ln p,—1+A+uE =0= p, =e* /"
@p.

k k e,UEi
/1:2 -1=0=e"" Y e =1=p, =,

= eﬂEi
Zk: E.e* nzﬂ:

0= IZlk =E = H = lLl(E) e”(E)E‘

Q)Q)
I
Mx

i=1 izl:e,uEi pi _ Zk: o
= eﬂ i

=1



Exemple Kullback

* El mateix problema que abans pero ara tenim un coneixement a priori
de les p°

* minimitzarem la informaci6 que ens passa de les pi = P,
k k K
| = Z p; Inp; / p; _/I(Z Pi _1)_,U(Z Eipi—E)
i=1 i=1 i=1
ol

— =+4+Inp, +1-A—-pE, —In pio =(
op,




Exemple likelihood

« Sien el cas anterior coneixem les ni 1 les probabilitats a priori amb el
seu error, utilitzarem el likelihood per estimar les noves probabilitats
amb el seu nou error

k n,
L, =n[ ] P(p")
i=1 I

Normal en k dimensions

k k k
InL(p)= ), nInp, —;Z (P =PV (p; — p})+ constant

* de OlnL( p)/op, =0 obtindrem les noves probabilitats 1 els nous
errors



